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’

赵达文
`
杨根仓

` 王锦程
`
朱耀产

’
于艳梅

2

西北 工业大学凝 固技术国家重点实验室
,

西安 7 10 0 7 2 ; 2
.

北京凝 聚态物理 国家实验室
,

北京 1。。。 8。

摘要 采用 自适应有限元法求解了过冷纯物质凝 固相场模型
.

以 iZ en ik e w icz 方法进行误差估计
,

以四分树作为 自适应 网格数据结构
,

采用 网格细 分法生成并动态调整 自适应网格
.

同时采用高阶插

值方法精确计算了枝 晶生长速度 Vt
l p

和枝 晶尖端半径 氏
p

.

结果表 明
,

采用 自适应 网格可将计算时间

和存储空间降低一 阶
.

在枝晶生长初期的瞬态过程 中
,

枝晶尖端 生长速度 比尖端半径更快达到稳态

值
.

关键词 相 场模型 枝晶生长 自适应 网格 有限元

组织的形成和演化是材料科学和工程的核心 内

容之一 在数学上
,

组织演化是一个典型的 自由边

界问题
,

其数值求解过程中必须使用复杂算法追踪

移动界面
.

相场模型的出现〔’ 〕避免 了数值计算中追

踪液 /固界面 的困难 ;
同时还提供了一个合适 的理

论框架
,

可以将影响凝固过程 的各种因素方便地引

入到模型中
.

因此
,

近年来相场模型在组织演化模

拟中得到了广泛应用 2[ 6〕
.

2 0 世纪 9 0 年代初期
,

对相场方程 的求解是基

于均匀规则网格剖分〔 2 5〕
.

求解过程 的计算量随计

算区域 的增加而急剧增大
,

同时对存储空间的巨大

需求也限制 了所能够计算尺度的大小
,

所 以只能用

于小区 域内的凝 固组织演化模拟
.

随着 自适应 网格

技术的出现及 日臻成熟
,

相场方程计算量 巨大 的问

题可以在一定程度上得到解决
,

同时可极大地降低

模拟计算对内存的需求
,

从 而拓展 了能够计算 的尺

度
,

该技术对于大尺度 ( 时间
,

空间 )以及 三维 的相

场方程模拟提供 了坚实的基础
.

近年来国外 已有相

关的研究工作不断出现 , ` oj
.

本文采用 自适应有限

元方法求解了纯物质凝 固的相场模型
,

模拟 了过冷

条件下 自由枝 晶生长行为
.

1 纯物质凝固相场模型

本文采用 K a r m a
等提出的纯物质凝固的二维相

场模型 [’. 5〕 :

: ( n )动笋= 勺
·

W ( n 广 , 价+ [笋一 久
u
( l一 尹 ) ] ( 1一 尹 ) +

W ( n
a w ( n )

a ( a
,

笋)

a w ( n )

a ( a
,
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公
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必
`

甲甲

W ( n

了了̀.恤、毛口了了.、
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a
`

协
乙

其中 W (n ) 为界面厚度
,

袱 n) 为弛豫时间
,

是界面

法 向矢量 n 的函数
,

均选择为具有四重对称性
:

W ( n ) = W
。 a ,

( n )
,

r ( n ) = r 。 a :

( n ) 2 ,

a ,

( n ) = W
。
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其中笋为相场
, u 三 ( T 一 T M ) (/ H c/ 户 )

,

为无量纲温

度场
,

D 为热扩散 系数
,

久为藕合因子
, 。 ;

为各向

异性强度
,

T 为热力学温度
,

T M
为熔点

,

H 为结

晶潜热
, c ,

为等压热容
.

2 相场模型的自适应有限元求解

2
.

1 误差估计

本文采用 Zh u 和 Z ie n k i e w i e z
提 出的误差估计方

法 [”
, ’ 2」

,

以直接计算与光滑化后的梯度场差值作为

误差函数
.

本文中分别对相场 笋与温度场
u 进行误差

估计
,

使生成的网格同时保证两者的精度要求
.

对于某标量场 沪
,

定义误差函数为
:

e = q
,

一 q
。 , ( 3 )

其 中 q
,

为光滑化后的梯度场 , 沪
,

q
。

为 由节点 必值

插值得到的勺协

证计算精度
,

而在其他部分采用较粗的网格以降低

计算量
.

本文中采用单元细化法生成自适应网格
.

采用四分树作为 自适应网格的数据结构
,

每个

四分树对应一个单元
,

并按照细分程度赋予不同的

细化级别
.

设定误 差上限 E
, 、

误 差下限 E
2

.

如图

1 a( )中
,

单元 3 的估计误差 .E > E
, ,

则将单元 3 等

分为四个子单元
,

同时将 比本单元细化级别低的相

邻单元 1
,

2 细化 ( 图 l ( a )
,

( b ) )
.

如果相 同父单元

的 4 个子单元的误差 E
。

< E
: ,

并且这 4 个子单元的

所有相邻单元的细化级别均大于或等于此单元
,

则

把 4 个子单元 l一 4 合并为一个单元 5 ( 图 1 ( C )
,

( d ))
.

为使相邻单元粗细平滑过渡
,

避免细化级别

相差较大的单元相互接触
,

规定相邻 四边形单元细

化级别差值最大为 1
.

对 于含有悬挂 节点 的单元
,

将依据其个数和分布进一步剖分为三角形单元或 四

边形单元
,

如图 2( c )所示
.

q
,

一 NQ
, ,

( 4 )

3

N = ( N
, ,

…
,

N
,

) T ,

N
:

为形 函数
,

Q
s

为光 滑化

后各节点处 , 沪的 x 和 y 方向分量
.

为使单元内误差函数
。 最 小

,

采用 G a l e r k in 加权余

量法
,
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圈 1 单元细化与合并示意圈

N

产

|
J凡

求解上式得 {Q
,

}
.

为方便使用
,

对估计误差进行归

一化处理
:

E :

丁
, ( ,

,

一 。
·

, ’
2

`
门 e

2
.

3 相场方程的离散与求解

采用 G a l e kr in 加权余量法离散微分方程
.

在单

习 N
`二丁

,

N
,

为形函数
,

对于

艺
。

{
,。

,

`
2

`
( 6 )

元 内
,

笋一 习 N武
, 。 一

三角形单元
, n 一 3

,

四边形单元
, n 一 .4

微分方程 ( l) 和 ( 2) 离散后的方程矩阵形式为

户

l
é

凡

一一
NN T r ( n )己 {协}

。

胡
.

1
é
凡

2
.

2 自适应网格的生成与动态调整

自适应 网格 的主要 思想 是按照 误差估计 的结

果
,

在各个场梯度较大的部分采用较细的网格 以保

N , 一加 (l 一 尹 )」( 1一 尹 )胡 一
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.
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本文中
,

固定 w
。
= l

, r 。
= l

,

按照 ( 9 )
,

( 1 0 )

式选择 久值使动力学 系数 口一 0
.

选择空间步长 △x

时
,

以 0
.

1 为间隔减小 △ x /W
。 ,

直到计算得到的枝

晶尖端速 度 v
lt 。

变 化值小 于 5%
,

最 终确 定 △二 /

W
。
一 。

.

4
.

按 照计算稳定性 要求选取 时间步长 △ t/

T。 一 0
.

0 08
.

计算区域大小 L
二

一 L ,

一 4 09
.

6
,

计算结

果表明
,

在温度场未到达计算边界前
,

枝 晶已处于

稳态生长状态
,

见 3
.

3 节生长速度曲线
.

户

I
J久1一2

其中 夕为 单 位 法 矢 量
n
与 x 轴 的 夹 角

,

从 -

( N
,二 ,

…
,

从
二

) T ,

凡 = ( N
、 , ,

…
,

从
,
)

T ,

研
,

研

为两者的转置
.

针对 G al er ik n 方法离散生成的系数矩阵的对称性

和稀疏性特点
,

采用非零元素存储法进行存储
,

并采

用 IC CG 法求解线性方程组
.

价和 u 在时间域均采用

向前差分格式
.

由于微分方程的空间对称性
,

本文中仅计算枝晶

在第一象限 内的部分
,

o成 x 镇 L
,

o成 y 镇 L
,

L 为计

算区域边长
.

初始晶核为半径为 r0 的 1 4/ 圆
.

初始条

件为
:

2
.

5 枝晶尖端生长速度和半径的确定

由于液 /固界面定义为 笋” o 等值线
,

必须用插

值来确定枝晶尖端位置
,

不 同的插值公式会导致不

同精度的计算结果
.

本文采用高阶多项式插值确定

枝晶尖端位置
.

以 x 方 向枝 晶臂为例
,

取枝 晶尖端

相邻的 6 个 点 价 ( l) 一价( 6 )
,

得 5 阶插 值 多项 式

笋一 f ( x )
,

然后由割线法求解方程 f ( x ) 一 O 得到枝

晶尖端位置 x
.

枝晶尖端生长速度为

V
: :。

= ( x
,

一 x , :
) /△ r ( 1 1 )

笋一 l
,

价- 一 1
,

r
( r0

,

r > r0
,

在本文计算中 协和
u
均采用 Z er o 一 N eu m an

n 边界条

件
:

x
, ,

x
, 一 ,

分别为当前 时刻与前一时刻的枝 晶尖端位

置
.

枝晶尖端半径的确定采用 K a r m a
等 sj[ 提 出的方

法
.

在确定 x
,

后
,

由枝 晶尖端 x 方向相邻的 6 节点

和 y 方向相邻 7 节点求得相应插值多项式
,

进而求

得 价
二 ,

庐
,

值
,

由下式求得枝晶尖端半径
:

( 1 2 )
0

一一
U一na一a

0一一

口

必口一na一a

2
.

4 计算参数的确定

由薄界面渐近分析可 以得到相场模型与尖锐界

面模型中参数关系 〔̀ 一们 :

( 9 )

( 10 )

当枝晶尖端 非 常靠近节点 时
,

线性 插值 会 导

致 Vt
i p

值剧烈振荡
,

而高阶插值则 无此 现象
.

计算

结果 表 明
,

采 用 高阶插 值得 到 的生 长 速 度 振 幅

△V
t ip = 0

.

0 0 3
,

比线性插值 △V
: : ,

= 0
.

1 0 6 低一个数

量级
.

Wl又
a一一d

。 _ 。
,

[二 一 。 。

丝 1
尸 一 ’

L久W
一 `

D 」

其 中 d
。

为毛细长度
,

d 。
一 y0 几 . / H

, ,

y0 为液 固 /

界面能
.

月为动力学系数
.

a , , a Z

与相场模型所采用

的多项 式 函数相 关
,

在本 文 采 用 的相 场 模 型 中
,

3 计算结果与讨论

图 2 ( a )一 ( d) 分别为计算得 到的枝晶形态演化

过程
、

温度 场以及相应的 自适应 网格
,

计算参数为

乙= 0
.

8 5
, 。 ;

= 0
.

0 5
,

几= 1
.

5 9 5 5
,

其 他参数如 2
.

3

节所述
.
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图 2 计算褥到的自由生长枝晶

( 。 ) 1 () o ( ) 2 0 0 0 0 步不同时刻枝晶形态
; ( b ) 2 0 0 0 0 步温度场 ; ( e ) 2 0 0 0 0 步的自适应网格 ; ( d ) 图 ( e )的局部细 节

3
.

1 自适应网格

自适应 网格 的采用 大大降低 了网格 中节点数

目
,

即所需求解的线性方程组的阶数 N
,

提高每个

时间步的求解速度
.

在二维 自适应网格 中
,

N 与液

固界面长度 S 成正比
; 而 S am

:

与计算 区域长度 L 成

正比
.

在均匀网格 中
,

N 与计算区域面积
,

亦即 厂

成正比
.

在每一时间步中
,

采用 自适应网格与均匀

网格 所需 求解 线性 方 程组 的 阶数 比值 约为
:

N
。

/

N
。

、 1 / L
.

假设枝晶以恒定速度 v
o p

生长
,

则枝晶生

长到边界 的时间为 L / v
。 。 ,

采用 自适 应网格所需 的

计算时间 t
。

一 厂
,

而均匀 网格计算时间为 t
u

一 厂
.

自适应网格节点数 N 与一次枝晶臂长度 L
。

mr 增加而

线性增加
,

如 图 3 所示
.

表 1 为不同时刻 自适应 网

格和均匀网格剖分的节点数
.

计算时 间为 2 。。 0 0 步

时
,

自适应 网格 的节点数 N
。

一 9 4 8 3
,

而均匀 网格

节点数为 N
。

一 ( 2 ’ ` J
+ l ) 入 ( 2

’ 。
+ 1 ) = 10 5 0 6 2 5

.

10 0 0 0

8 0 0 0

6 0 0 0

才

4 0 0 0

2 00 0

0

圈 3

50 10 0 1 50 2 0() 2 5 0

自适应 网格节点救目与枝 . 衡长度关 系

其次
,

采用 自适应网格降低求解存储空间的需

求
.

求解过程中内存 占用取决于所储存的系数矩阵
.

在采用非零元素存储法时
,

自适应 网格对应的系数

矩阵占用 的存储空间 M
。

一 L
,

较均匀网格 占用的存

储空间 M
。

~ 厂 降低 1 阶
.
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衰 1 不同时刻自适应网格与均匀网格节点数

T /步 L
`
mr N

a

0

2 0 0 0

4 0 0 0

6 0 00

8 0 0 0

10 0 0 0

12 0 0 0

14 0 0 0

16 0 0 0

18 0 0 0

2 0 0 0 0

9 1
.

14

10 2
.

8 1

1 14
.

4 8

1 2 6
.

1 5

1 3 7
.

8 2

2 1 1

1 3 5 2

2 2 3 8

3 2 16

4 1 9 6

5 1 9 1

6 1 2 2

7 0 6 1

7 8 6 1

8 7 2 7

9 4 8 3

1 0 5 0 62 5

1 0 5 0 62 5

1 0 5 0 62 5

1 0 5 0 6 2 5

1 0 5 0 62 5

1 0 5 0 62 5

1 0 5 0 6 25

1 0 5 0 62 5

1 0 5 0 6 2 5

1 0 5 0 62 5

1 0 5 0 62 5

N
.

/ N
u

0
.

0 0 0 2

0
.

0 0 1 2 9

0
.

0 0 2 13

0
.

0 0 3 0 6

0
.

0 0 3 9 9

0
.

0 0 4 9 4

0
.

0 0 5 8 3

0
.

0 0 6 7 2

0
.

0 0 7 4 8

0
.

0 0 8 3 1

0
.

0 0 9 0 3

3
.

2 枝晶形态演化过程

图 4 为不同时刻相场
、

温度场云 图
.

初始枝 晶

为四分之一圆形晶核
.

由于界面能各向异性的作用
,

一次枝晶臂沿着 <10 0 晶 向生长
,

但并没有立 即达

到稳态生长 ( 图 4 ( a )
,

( b) )
.

在图 4 ( 。 ) 中
,

枝 晶已

经处于稳态生长阶段
.

与图 4 ( c )相比
,

图 4 ( d) 中枝

晶臂长度增加
,

枝晶尖端形状保持不变
.

由纯物质

凝固的 S t ef an 模型 〔 ’ 3 〕可知
,

液 /固界面无量纲温度

可表示为
u ,

- 一试
,
( , ) / p

,

由于界面能的作用
,

液 /

固界面温度与界 面曲率有 关
,

因此液 /固界面并非

为等温面
,

这体现在模拟结 果中相同时刻相场 与温

度场等值线并不一致
.

当曲率半径 户为正时
,

!川

越大
,

界面温度
“ ,

越小
,

如枝晶尖端曲率最大
,

其

界面温度最低
; 而当曲率半径 p 为负时

,

}川 越小
,

界面温度
u 。

越高
,

如两枝晶臂相连处曲率半径为负

且 !川 最小
,

故其温度最高
.

11uJ()QùQé内h,ó心ó月了1走月了
J住`

……
1.1OJ月任一h内了O0白伪JJ任叹dù卜ó月了

图 4 不 同时刻相场 (上 )
、

( a ) 5 0 0 0 步 ; ( b ) 1 0 0 0 0 步 ; ( 。 )

通度场 (下 )云 圈

15 0 0 0 步 ; ( d ) 2 0 0 0 0 步

3
.

3 自由枝晶生长的瞬态过程

图 5 为枝晶生长速度 v
lt p

及尖端半径 itP
p

与时间

关系
.

枝晶生长初期有一从非稳态到稳态生长的瞬

态过程
.

由于所采用初始晶核半径 p。

小于稳态生长

枝晶尖端半径 两
, ,

其曲率过冷大于稳态值
,

使得枝

晶生长驱动力— 热过冷减小
,

从而使生长速度减

小
,

枝晶尖端半径不断增加
,

直至枝晶达到稳定生

长状态
.

另外
,

枝晶尖端生长速度达到稳态值所需

时间 小 于 尖端 半 径 达 到 稳 态 值 所 需 时 间
,

这 与

lA m gr e n
等的理论预测一致 〔’ `〕

.

0 3 2

0 3 0

0 2 8

0 2 6

沪 0 2 4

0
.

22

0
.

2 0

0
.

18

0
.

16

~~~

{一一5 0 0 0 ! 0 0 0 0

T/ 称

15 0 0 0 2 0 0 0 0

圈 5 枝 晶生长速度
、

尖端半径与时间关 系
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4结论

(l) 采用 自适应有限元法求解过冷熔体凝固相

场模型
,

在保证计算精度前提下提高计算速度
,

并

降低存储需求
.

采用自适 应网格所需的计算时间为
t

一厂
,

比均匀网格 t
。

一 厂 降低 l 阶
.

同时占用的

存储空间 M
。

~ L
,

较采用均匀 网格 占用的存储空间

M
。

~ 厂 降低一阶
.

自适应 网格节点数 N 与一次枝

晶臂长度 L
。

。 成线性关系
.

( 2) 采用高阶插值求枝晶生长的关键参数—
枝晶尖端生长速度 v

n。

和半径 itP
。 ,

可以显著减小计

算结果的震荡幅度
.

(3 ) 枝晶生长初期存在生长速度 v
o p

减小
、

尖

端半径 itP
p

增加
,

并逐渐趋于稳态生长的瞬态过程
,

枝晶尖端生长速度 比尖端半径更快达到稳态值
.

5

6

7

8

9

l 0

l 1
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